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PrAGÓmAS CLASE 04: CIRCUNFERENCIA II 





Profesor 
Edson Curahua 


ÁNGULOS RELACIONADOS CON LA CIRCUNFERENCIA 


PROPIEDADES 


CUADRILÁTERO INSCRITO 


CUADRILÁTERO INSCRIPTIBLE 





s 1 DEFINICIONES q A DEFINICIONES 


Ángulo central. Un ángulo central de una A Medida en grados de un arco. La medida en Congruencia de arcos. En una misma 
circunferencia es un ángulo cuyo vértice se N grados de un arco es la medida de su ángulo circunferencia o en circunferencias congruentes, 
encuentra en el centro de la circunferencia. central correspondiente. La medida en grados de dos arcos son congruentes si sus medidas en 
M un arco mayor es 360 - a, donde Un ángulo grados son iguales. 
central de una circunferencia es un ángulo cuyo 
B vértice se encuentra en el centro de la 


circunferencia. 
Cuerda de un arco. La cuerda de un arco de una 


circunferencia es aquella cuyos puntos extremos 
coinciden con aquellos del arco. 


AMB: es un arco menor 





ANB: es un arco mayor 


Arco menor y arco mayor. Dado un ángulo central 





en una circunferencia se determinan dos arcos. El Una semicircunferencia es un arco de una 

arco menor es aquella porción de circunferencia circunferencia cuyos extremos son los extremos 

en el interior del ángulo central, mientras que el de un diámetro. mAMB = a (medida del arco menor) 

arco mayor es la porción de la circunferencia en el 

exterior del ángulo central. mANB = 360 — a (medida del arco mayor) 


id DEFINICIONES n 0 DEFINICIONES 


TEOREMA TEOREMA ÁNGULO INSCRITO TEOREMA 
a. En toda circunferencia si dos arcos son En toda circunferencia los arcos comprendidos Un ángulo inscrito en una circunferencia es aquel La medida del ángulo inscrito es la mitad del arco 
congruentes, entonces sus respectivas entre cuerdas paralelas son congruentes. que tiene su vértice en la circunferencia y sus intersectado por sus lados. 


cuerdas también lo son. 

b. En toda circunferencia si dos cuerdas son 
congruentes, entonces sus respectivos arcos 
también lo son. 


lados contienen cada uno a una cuerda. 


> 


B C 














ZABC es un ángulo inscrito 








~ 
> 
PITAGORAS 
ACAD 


HENA 


ÁNGULO SEMI-INSCRITO 

Un ángulo semi-inscrito en una circunferencia es 
aquel que tiene su vértice en la circunferencia uno 
de cuyos lados está contenido en una recta 
tangente y el otro lado contiene a una cuerda. 


B A 


ZABC es un ángulo semi-inscrito 


> 
PITAGORAS 
ACADEMII 


ÁNGULO EXTERIOR 

Un ángulo exterior en una circunferencia es aquel 
que tiene su vértice en el exterior de la 
circunferencia y sus lados pueden estar contenidos 
en dos rectas secantes, dos rectas tangentes o una 
recta secante y otra tangente. 





ZAPB es un ángulo exterior 


a 
> 
PITAGORAS 
ACADEMII 


Ejemplo 01: 


En una circunferencia de centro O y radio r, se 
traza la cuerda AB, de modo que AB=r. Calcular 


mZAOB. 
A) 30 B) 45 C) 60 
D) 75 E) 120 


DEFINICIONES 


TEOREMA 

La medida de un ángulo semi-inscrito es igual a la 
mitad de la medida del arco intersectado por sus 
lados. 








DEFINICIONES 


TEOREMA 

La medida de un ángulo exterior es igual a la 
semidiferencia de las medidas de los arcos 
intersectados por sus lados en el interior del 
ángulo. 





DEFINICIONES 


Ejemplo 02: 


Si el triángulo ABC es equilátero y mZ4ARC=100, 
calcular m4PBR. 


V 


PITAGORAS 
ACADEMII 


ÁNGULO INTERIOR 

Un ángulo interior en una circunferencia es aquel 
que tiene su vértice en el interior de la 
circunferencia y sus lados están determinados por 
dos cuerdas secantes. 


SL 


ZABC es un ángulo interior 


V 


PITAGORAS 
ACADEMII 





También: 





> 


ÍA 
PITAGORAS 
ACA LALI 


Ejemplo 03: 


Si O es centro, calcular el valor de x. 
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DEFINICIONES 


TEOREMA 

La medida de un ángulo interior es igual a la 
semisuma de las medidas de los arcos 
intersectados por sus lados y por los rayos 
opuestos por el vértice. 





DEFINICIONES 





OBSERVACIONES 
01. Todo ángulo inscrito en una semicircunferencia 
es recto. 
P 
> 
A o B 





DEFINICIONES 





Ejemplo 04: 
En la figura O es centro y mPNQ = 130. Calcular 
el valor de x. 
M 
A) 50 B) 40 C) 30 
D) 25 E) 20 


A- DEFINICIONES 





Ejemplo 05: Ejemplo 06: 
En la figura A y B son puntos de tangencia. Calcular Si mÁB = 120, calcular el valor de x. 
el valor de x. 
B 
PK >E 
A A) 60 
A) 60 B) 30 C) 36 D) 25 
D) 40 E) 45 


DEFINICIONES 
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omntóms DEFINICIONES 


ACADEMIA 





Ejemplo 07: Ejemplo 08: 
Si A y B son puntos de tangencia, calcular el valor Si mAB = 150, calcular el valor de x. 
de x. 
P 
B 
A) 30 B) 35 C) 45 

Q A D) 50 E) 25 
A) 30 B) 45 C) 60 
D) 37 E) 53 


DEFINICIONES 





Ejemplo 09: Ejemplo 10: 


En el gráfico T y P son puntos de tangencia, 
calcular el valor de x. 


En la figura m.4B=70. Si T es punto de tangencia, 
calcular mZC. 


B 

D 
A) 55 B) 40 C) 70 
D) 80 E) 110 





A) 40 B) 50 C) 70 
D) 80 E) 60 


aai aya PROPIEDADES 


PROPIEDADES 
01. Para dos circunferencias congruentes: 
P, 


03. Si T es punto de tangencia. 





Q 


04. Todo ángulo inscrito en un cuadrante mide 


is; 02. Si cada circunferencia pasa por el centro de la 


otra: 
A 





Ejemplo 11: 


En el gráfico M y A son puntos de tangencia. 
Calcular el valor de x, si mAB = 110 y mÁC = 80. 





A) 30 B) 45 C) 50 
D) 55 E) 65 


a, I PROPIEDADES 


Consecuencias: 
P 


BN 


NA 


03. Si T es punto de tangencia: 





ÀA 


04. Si P y T son puntos de tangencia: 
P 





a.m PROPIEDADES 





v 


PENA 


Si Q y T son puntos de tangencia: 
P 


























05. Si T es punto de tangencia: 


D 
B 


A 


06. Si P y T son puntos de tangencia: 





CUADRILÁTERO INSCRIPTIBLE 


03. Un ángulo interior es congruente con el 
opuesto exterior. 





CUADRILÁTERO NSCRIPTIBLE 


Un cuadrilátero es  inscriptible en una 
circunferencia cuando se puede trazar una 
circunferencia por sus cuatro vértices. Para que 
esto suceda dicho cuadrilátero debe cumplir 
cualquiera de las propiedades dadas para un 
cuadrilátero inscrito. 


Las figuras mostradas a continuación representan 


cuadriláteros inscriptibles: 


01. Todo cuadrilátero que tiene dos ángulos 
opuestos rectos es inscriptible, por ejemplo el 


rectángulo o el cuadrado. 


€ e `, 


a a 





ld 
o a 


ón CUADRILÁTERO INSCRIPTIBLE 


KTAGORAS 
At “i 


Ejemplo 12: 


Las medidas de tres ángulos consecutivos de un 
cuadrilátero inscrito son proporcionales a los 
números 2, 1 y 3. Calcular la medida del cuarto 


ángulo. 
A) 90 B) 120 C) 135 
D) 144 E) 150 


Ejemplo 13: 


En la figura AE es diámetro, calcular el valor de x. 





A) 10 B) 120 C) 130 
D) 140 E) 150 
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2. POLÍGONO INSCRITO 


MT 


POLÍGONO INSCRITO 


Un polígono se dice que está inscrito en una 
circunferencia, si todos sus vértices pertenecen a 
la circunferencia. En este caso se dice que la 
circunferencia está circunscrita al polígono, su 
centro se denomina circuncentro del polígono y a 
su correspondiente radio se le denomina 
circunradio. 


PROPIEDADES EN EL CUADRILÁTERO INSCRITO 


01. Los ángulos opuestos son suplementarios. 





02. Las diagonales forman ángulos congruentes 
con los lados opuestos. 








5 CUADRILÁTERO INSCRIPTIBLE 





02. Al unir los pies de dos alturas de un triángulo 
oblicuángulo se determina un cuadrilátero 
inscriptible. 


03. Todo trapecio isósceles es inscriptible 





04. En general, todo polígono regular es 
inscriptible. 








nN CUADRILÁTERO INSCRIPTIBLE 


Ejemplo 14: Ejemplo 15: 


Calcular el valor de a+ß+8. Del gráfico calcular el valor de x. 





A) 180 B) 300 C) 360 
D) 270 E) 450 


CUADRILÁTERO INSCRIPTIBLE 
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PROPIEDADES 





Ejemplo 16: Ejemplo 17: 


Del gráfico calcular el valor de x. En la figura, calcular el valor de x, si E es punto de 


tangencia y mCFE = 230. 





A) 50 B) 55 C) 60 
D) 65 E) 70 


> 


PITAGORAS 
ACADEMIA 









RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





01. En una circunferencia de diámetro AB se traza 
la cuerda CD que interseca a AB en el punto P. Si 
AP=4, PB=14 y mBD = 3(mÁC), calcular PC. 


A) 4,5 B)3 C)6 
D) 5 E) 10 
Resolución: 


Rpta. D 


e RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





03. Calcular el valor de x, si P, B y Q son puntos de 





tangencia. 
P Q 
a+(B+x+a)+ß+= 180 ..(1) 
A) 42 B) 30 C) 36 
D) 60 E) 45 
Resolución: 


.x=36 Rpta. C 


PROPIEDADES 03. El cuadrilátero AMNC es inscriptible. 
01. En la figura. B 





M 


A H c 
04. Si B es punto medio del arco MN, entonces el 
cuadrilátero APQC es inscriptible. 





> 


PITAGORAS 
ACADEMII 









RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





02. En un triángulo ABC inscrito en una 
circunferencia, mZABC = 50, las bisectrices 
interiores de los ángulos A y C intersecan a la 
circunferencia en N y M, calcular mMBN. 


A) 100 B) 50 C) 130 
D) 140 E) 75 
Resolución: 


Rpta. C 


aN 0 RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





(x+0)+x+(PB+x) = 180 ...(2) 


De (1) y (2): 


Rpta. C 


RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 
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RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





04. A partir de un punto P exterior a una 
circunferencia se han trazado las tangentes PA, 
PB y la secante PMN tal que mÁN = 2(mÁM). 
Calcular mZAPN, si mZAPB = 90. 

A)12 B)15 C)20 

D)25  E)30 

Resolución: 

Sea : mÁM = 2a > mÁN = 4a 





4a — 2a 
=a 





> mZAPN = 





> 


e: RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


Trazamos AN y se forma el triángulo isósceles 
NAP (AP = AN =r) 





Finalmente el triángulo ONA es equilátero, luego: 





60 = 4a 
na = 15 


Rpta. B 


> 


e RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


07. En la figura se muestra dos circunferencias, 
donde A, B y C son puntos de tangencia y mAB 
+mBC =160. Calcule mZADC. 


A 
(> | 
7 
A) 15 B) 16 C) 18 En APQD: 
D) 20 E) 22 a+ fB+x= 180 
Resolución: 
Por dato a+ß=160 “.x=20 


Rpta. D 






PITAGORAS 
ACADEMIA 





04. A partir de un punto P exterior a una 
circunferencia se han trazado las tangentes PA, 
PB y la secante PMN tal que mÁN = 2(mÁMO). 
Calcular mZAPN, si mZAPB=90. 





A) 12 B) 15 C) 20 
D) 25 E) 30 
Resolución: 


Sea : mÁM = 2a > mÁN = 4a 


4a — 2a 
=q 


> mZAPN = 








Trazamos los radios OA y OB para formar 
el cuadrado OAPB (OA = r = AP) 


> 









RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


06. En la figura las dos circunferencias tienen sus 
centros colineales y mBC +mCD=170. Hallar la medida 
del ángulo PCQ. 


A E 
A) 45 B) 47,5 C) 50 
D) 48 E) 46,5 
Resolución: 


Rpta. B 


> 


n RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


08. Dado el gráfico siguiente, se muestra una 
circunferencia. Determine la relación correcta. 
B 





A)x=a+ß+90 
B)90+x=a+ß 
C)a+ß+180=x 
D) a+x=fB +180 
E) 180 + x = a + B (UNI 2016-2) 


Resolución: Rpta. E 


RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 
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RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





09. P y Q son puntos exteriores a una 
circunferencia. Desde P se trazan la tangente PA y 
la secante PCB. Desde Q se trazan la tangente QC 
y la secante QBA. Si mZBQC = mZAPC, calcular 
la medida del ángulo ABC. 


A) 30 B) 45 C) 60 
D) 53 E) 75 
Resolución: 


Se pide: m4ABC=x 


> 


PITAGORAS 
ACADEMIA 





10. En el cuadrilátero ABCD: AB=BC, mZBAC=5, 
m2ZCAD=25 y mZACD=60. Calcular la medida del 
ángulo que forman AC y BD. 


A) 25 B) 30 C) 45 
D) 55 E) 60 
Resolución: 





RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





Prolongamos QC hasta intersecar a AP en el punto 
D. Ahora se observa: 


ACBQ: a+0=x (Zext) 


APCD: mZADC=a+B=x (Zext) 









dl RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


11. En una circunferencia se ubican los puntos 
consecutivos A, P, Q y B; de modo que AB es 
diámetro. La bisectriz del ángulo APQ es 
perpendicular a AB en H. Calcular AB, si BQ=6 y 


HB=4. 

A)7 B)8 C) 10 
D) 12 E) 14 

Resolución: 





Prolongamos AB y PQ hasta que se cortan en el 
punto E, luego: 





El triángulo APE es isósceles, entonces AH=HE. 


En el cuadrilátero inscrito APQB: 
mZPAB=mZBQE=0 
>BQ=BE=6 


¿x= 14 Rpta. E 


Por ángulo inscrito: mÁC = 2x 


Finalmente por fórmula del ángulo exterior con 
respecto a la circunferencia: 


x + 2x = 180 


.x=60 





Rpta. C 


Po, RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





Cuadrilátero ABDE: Inscriptible 
(mZBAD = mZBED = 30) 


> mZAEB = 30 = mZADB 


Finalmente por ángulo exterior: 


x=25+30 


Rpta. D 





N: SOE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


12. En el gráfico A y B son puntos de tangencia, 
calcular mDC. 








A) 30 Por ángulo interior: 
D) 40 
2a +x 
Resolución: a+20= 2 
.x=40 Rpta. D 


~A 
> 
PITAGORAS 
ACADEMIA 










RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





13. Desde un punto A exterior a una 
circunferencia Q, se traza la tangente AB (siendo B 
el punto de tangencia) y la secante AEC (E y C en 
O). Si D es punto medio del arco CE, mZ4BAC=a y 
mZBED=3a, ¿cuál es la m4BAC? 


A)28 B) 30 C) 32 
D) 36 E) 38 
Resolución: 


Rpta. D 


Se RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





15. Dos circunferencias K, y K, son tangentes 
exteriores en F. Se trazan las secantes AFB y CFH, 
A y Cen K, yB yH en K, Si mÁC=140, calcular la 
medida del ángulo determinado por las bisectrices 
de los ángulos CAB y CHB. 


A) 45 B) 40 C) 50 
D) 60 E) 55 
Resolución: 


Al trazar la tangente común por F, se ubican los 





arcos y ángulos, como se muestra en la figura. 


En el punto F: 
70 +2a+2ß=180 >a+p=55 


Finalmente por propiedad de la mariposa: 
_2a+2ß 
a 





<x = 55 Rpta: E 


V 


me RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


17. Según el gráfico, B y T son puntos de 


tangencia. Calcular el valor de x. 
06. Si P y T son puntos de tangencia: 





Puede demostrar esta propiedad, recuerde trazar 


A) 15 B) 20 Glas rel punto T la tangent mún 
D) 30 E) 55 por el punto T la tangente común. 
Resolución: 


. . — ] , f Ojo: AB no es diámetro. 
Sugerencia: Por propiedad BT es bisectriz exterior. 


Rpta. D 
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RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 








A) B) Vb? = a2 C)b-a 
a+b b 
Da Ey 
Resolución: 
Se observa que el triángulo PDE es isósceles, 
luego: 
x+a=b 
¿x=bz=a Rpta: C 


i RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


16. En la figura BM es mediana, calcular el valor 





de a. 

A) 10 B) 15 C) 22,5 
D) 20 E) 12,5 

Resolución: 


Rpta. C 
¿x= 22,5 
` g 
mS 208 RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 
18. En la figura mAP =20, P y Q son puntos de 
tangencia. Calcular el valor de x. 
10° 
P 
A) 20 B) 25 C) 37/2 
D) 30 E) 15 
Resolución: Rpta. D 


> 


PITAGORAS 
ACADEMIA 


19. En el triángulo ABC se traza la altura BH, H en 
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V 


RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS PITAGÓRAS RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 





AC, y luego HN L AB y HM L BC. Si mZMAC=39, 


calcular m4MNC. 
A) 36 
D) 51 


Resolución: 


B) 40 
E) 42 


C) 39 


20. En un triángulo ABC se circunscribe una 


RECORDAR circunferencia, se traza la cuerda DE que interseca RECORDAR 
a los lados AB y BC en los puntos M y N 
03. El cuadrilátero AMNC es inscriptible respectivamente. Si mDB =mBE, m2ZB=20 y 04. Si B es punto medio del arco MN, entonces el 
i B i mZMCN=7, calcular mZANC. cuadrilátero APQC es inscriptible. 
A) 21 B) 33 C) 38 
D) 27 E) 34 
Resolución: 
N 
M 
A H C 





Rpta. C 
x= 27 Rpta: D 


